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giber die spezifische W/irme auf den Linien 
gleicher innerer Energie und gleichen 

W/irmeinhaltes 
Von 

Heinrich Mache, wirkl. Mitglied d. Akad. d. Wiss. 

Aus dem P h y s i k a l i s c h e n  I n s t i t u t  der  Technischen t toehschnle  in Wien 

(Mit 3 Text f iguren)  

(Vorgelegt  in der  S i tzung  am 11. J u l i  1929) 

Kennt man die spezifische Warme eines KSrpers in irgend- 
einer bestimmten Richtung und seine thermischen Koeffizienten, 
so laitt sich seine spezifische W~rme fiir jede beliebige Richtung 
berechnen. 
anderlichen 

Es ist je nach der Wahl 
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Hiebei ist ftir ~ ,  ~ bzw. ~ derjenige Wer t  einzusetzen, der 

flit die Richtung gilt, in der die spezifische W~rme zu berechnen ist. 

Auf der Linie gleichbleibender innerer Energie wird die 
ganze zugefiihrte W~irmemenge in Arbeit verwandelt. Bezeichnen 
wir also mit c~ die spezifische Warme  l~ngs einer solchen Linie, 
so ist c ~ d T ~  p dv, woraus sich ihre Richtungstangente in der Tv-  

t Flache zu ~ ~v I,~ c~, ergibt. Dutch Einsetzen in die erste der drei 

Gleichungen erh~lt man 
C~ 

1 - @ (2 )  

Fiihrt man diesen Wer t  f i i r c  ein, so ergeben sich die 
Differentialgleichungen der Linie konstanter Energle umgekehrt 
durch AuflSsung der drei Gleichungen nach den die Richtung 
bestimmenden Differentialquotienten. Man finder unter Zuhilfe- 
nahme der Beziehungen 
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I~ I ,l 
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das folgende Gleiehungstripel: 

T ~p 
( ~ T ) . ~  e~, [1--~-(~-T),, ] ] 

cv Cv ~ v ~ p 

Der erste Ausdruck ist die bekannte Gleichung des differentiellen 
Joule-Effektes in der Tv-Flache. 

(~p) 2 also fiir einen Stoff, dessen Zustands- Fiir  ~ ~ = -:2-' 

g le iehung die Fo rm p q~ ( v ) =  R T besitzt, werden ~-, ~ und 

~,. gleieh Null. Aus ~ I~ , - / - ;~ ' (v )  und cp --c.~ - -  ; '  (v) ergibt  

sieh weiters  (~v) .  = ( ~ ) T .  Die Linien gleieher Energ ie  werden 

also in diesem Falle  zu Iso thermen;  die Energ ie  ist eine reine 
Tempera tur funkt ion .  

Ft ihr t  man naeh der bekannten  Formel  ~-@p = T ~ ~ 

den theoret isehen Kohiisionsdruek ,~ ein, so wird sehliel31ieh 

Die spezifisehe W~rme ist somit auf  der Linie konstan- 
ter  Energie  stets negativ.  

Behandeln  wir  auf  gleiche Weise die Linie konstanten 
W~rmeinhal tes  i ~ ~t q - 2  v -  const. Bezeichnet  man  mit  ci die 
spezifische Wiirme Hings einer solchen Linie, so gilt  wegen d q - - ~  

--~ d i  - -  v ddo auch c~ dT--~ - -  v d/0 und fiir die Rich tungs tangente  

sT) _ v Durch Einsetzen in die in der T29-Fl~che ~-2 .i c,~ " zweite 

Gleichung des Tripels (1) ergibt  sich 

@ 
C~ 

_ _T{~v  t (4) 
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und fiir die Different ia lgle ichungen der  Linie gleichen W~rme- 
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i nha l t e s  d u r c h  Auf l i i sung  der  G l e i c b u n g e n  (1) nach  den Dif-  
f e r e n t i a l q u o t i e n t e n :  

v ( e T ) - 1  

g7 . ,  1 -~ x -- 1 v ~g2I~, 

< :  -v I 
(5) 

g i e r i n  b e d e u t e t  x das  Ve rh f i l t n i s  cAc~. Die zwei te  Glei- 
c h u n g  ist  die des d i f f e r en t i e l l en  J o u l e - K e l v i n - E f f e k t e s  in  der  
Tp-Fl~iche (Drosse lg le i chung) .  

F.. t ~v\ v ur  (~]p-~- 7 '  also fiir einen Stoff, dessen Zustandsgle ichung 

(p) .  v .-~ R T  lautet,  werden  die Lin ien  gleichen W~rmeinha l tes  
zu Isothermen.  Es  ist fiir e inen solchen Stoff  der W~irmeinhalt  
eine reine Tempera tu r funk t ion ,  was nati ir l ich auch auf  ande rem 
Wege  gezeigt werden  kann.  F i i r  ~(v)-= v und ~(p)---p, also fiir das 
ideale Gas, werden  die Gleiehuugen (3) und (5 )g le ichze i f ig  zu 
Isothermen.  

Setzt ma n  v - - T  ~v , p = ~, so wird  

v 
ci = ~ cp. 

Da fiir eine Zustandsgleichung yon  der F o r m  ~ ( p ) ( v -  b)= 
= R T sich ~o = b ergibt, wi rd  m a n  in ~ eine A r t  yon  Kovo lumen  er- 

blicken k5nnen, das fiir den Invers ionspunkt ,  wo \~ T I p - - T  ist und 

die Linie  konstanten W~rmeinha l tes  dieselbe Richtungs tangente  
hat  wie die Isotherme,  den W e r t  Null  annimmt.  Ff i r  t iefere  Tem- 
pe ra tu ren  hat  ~o in ]~bereinst immung mi t  der yon T u r n  l i r  z ftir 
unges~tt igten D a m p f  aufgestel l ten Gleichung negat ive  Wer te .  
Die spezifische W ~ r m e  auf  der Linie  konstanten W~rmeinha l tes  
wechselt  also bei der Inve r s ions tempera tu r  ihr  Vorzeichen und 
hat  dort  den W e r t  +_co. 

Man kann  das Verha l t en  der spezifischen W ~ r m e  auf  
beiden Linien  am besten iiberblicken, wenn m a n  ein V e r f a h r e n  an- 
wendet,  das unseres Wissens yon  V o i g  t l herr t ihr t .  T r~g t  m an  in 
der vp-Flache  yon  einem best immten Ausgangspunkt  A aus die 
spezifische W~irme als S t recke  auf  der  zugeh6rigen Rich tung  auf, 
so erfii l len die Endpunk t e  eine K u r v e  v ier ten  Grades,  die durch  

1 T h e r m o d y n a m i k ,  Bd .  I ,  S. 114. 
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den Ausgangspunkt geht und dort die Adiabatenriehtung PQ yore 

Nelgungswinkel tg  ~. = x ~v T tangiert und die Koordinatenrieh- 

tungen in den Entfernungen AC = ep und A B  = cv schneider. Tra- 
g'en wir noeh die Riehtung der dureh A gehenden Isotherme N_M 
ein, so umsehliel~t der Winkel N A P  alle Riehtungen, in denen 
yon dem gewgthlten Ausgangspunkt aus die Temperatur zunimmt, 
wi~hrend zugleieh die spezifisehe Wiirme des KSrpers negative 
Werte hat. In diesem Winkel liegt also aueh stets die Riehtung 
der Linie gleiehbleibender Energie. Ist ~ = ae, so wird sie zur 
Adiabate; ist ~ = 0, so wird sie zur Isotherme. 

Auf der Adiabate erhSht sieh bei Kompression die innere 
Energie um den Betrag der zugeftihrten Arbeit. Auf der Isotherme 
wird mehr W~irme entzogen, als die zugefiihrte Arbeit ausmaeht; 
um die Differenz beider GrSlten vermindert sieh die innere 
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Fig.  1. 

Energie. Zwisehen Adiabate und Isotherme liegt die Linie kon- 
stanter Energie, auf welcher W~irme und Arbeit sich .gerade 
kompensieren. Daft auf ihr die spez. W~irme negativ ist, riihrt 
davon her, dab ein Tei! der beim Zusammendriicken erzeugten 
Kompressionsw~irme abgegeben werden mul~, da sonst die innere 
Energie ansteigen wfirde wie auf der Adiabate. Sie darf  aber 
auch nicht ganz abgegeben werden, da sonst, wie auf der Isotherme, 
fiberhaupt keine Temperatursteigerung eintreten und die innere 
Energie sinken wiirde. 

Auf der Linie konstanten W~irmeinhaltes f~illt die Richtung, 
in der die Temperatur w~chst, nur dann in den Winkel 2 iAP ,  () v 

~v ~ ~ ist; im ist also die spezifisehe Wiirme negativ, wenn ~ p 

entgegengesetzten Fall  ist die spezifisehe Wiirme positiv und fiillt 
die Riehtung in den Winkel M A C .  Auf der Linie konstanten 
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W~rmeinhaltes nimmt also die Temperatur,  vom Inversionspunkte 
ausgehend, nach beiden Seiten zu; nach rechts unter W~irme- 
zufuhr, nach links unter Warmeentzug. Im Inversionspunkte 
selbst ist sie ein Minimum. Die Kurve  berfihrt dort die betreffende 
Isotherme, w~ihrend sie yon den hSher gelegenen zweimal ge- 
schnitten wird. 

Betrachten wir zwei zwischen denselben Linien gleicber 
Energie verlaufende Kreisprozesse, yon denen der eine (Prozelt 1, 
Fl~che ABCD) durch Isochoren, der andere (ProzeB 2, Fl~iche 
ABC'D') durch Adiabaten begrenzt wird. Aus der Bemerkung, 
daft bei konstant bleibender Energie die zugefiihrte W~irme- 
menge restlos in Arbeit  umgesetzt wird, folgt, dal~ auf den 
Isochoren BC und DA gleiche W~irmebetr~ige ab- und zuflieBen 
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Fig. 2. Fig. 3. 

mfissen. In der Tat entsprechen diese W~rmebetr~ge der Energie- 
differenz, die zwischen A und D ebenso groI~ ist, wie zwischen 
B und  C. Hingegen werden die in beiden Prozessen umrandeten 
Fl~chen, also auch die l~ngs CD und l~ings C'D' abgegebenen 
W~rmemengen im allgemeinen verschieden grol~ sein. Nut  ffir 
den Fall, da]] die Zustandsgleichung des die Kreisprozesse be- 
schreibenden KSrpers die Form p ~ ( v ) : R T  hat, also die Linien 
konstanter Energie zugleich Isothermen sind und tier W~rme- 
austausch auf den Isochoren zwischen gleichen Temperaturen 
erfolgt, werden sie einander gleich. Um das zu erkennen, denken 
wir uns den Proze~ 1 yon A ausgehend nach rechts durchlaufen 
und daran anschliel~end den Prozel~ 2 nach links. In bekannter 
Weise schlie~t man aus dem Satz yon der UnmSglichkeit einer 
mit nur einem Warmebehalter  arbeitenden periodisch funk- 
tionierenden Maschine auf die Gleichheit beider W~rmemengen 
und der umrandeten Fl~chen. 
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Betrachten wir anderseits zwei zwischen denselben Linien 
gleichen W~rmeinhaltes verlaufende Kreisprozesse, deren einer 
yon Isobaren, der andere yon Adiabaten begrenzt wird. Da auf 
der Isobare @ = di ist, so sind hier die auf den beiden Isobaren 
ausgetauschten W~rmemengen gleich. I-Iingegen sind die l~ngs 
CD und l~ngs C'D' abgegebenen W~rmemengen im allgemeinen 
ungleich. Gleich werden sie nur ffir den Fall einer Zustands- 
gleichung ,~(p)v = RT, wo die Linien gleiehen WarmeinhMtes sich 
in Isothermen verwandeln. Da sind dann auch beide Fl~chen 
gleich. 

Fiir das ideale Gas sind beide Bedingungen gleichzeitig 
erffillt. 


